372 Céziimlii Problemler

3.3 Cozumlu Problemler

(1) 7e — §” yontemiyle asagidaki fonksiyonlarin R iizerinde siirekli olduk-
larim gosteriniz.
(a) f(x) =32? =22+ 1; (b) f(z) = 23; (c) f(x) = cos(3z + 2) .

Coziim: (a) Herhangi bir € > 0 sayisi ve zg € R noktasi verilsin.z €
R icin | z — zp |< § < 1 oldugunda

| f(z) = f(wo) | =] 3(2* — 20") — 2(x — o) |
<@Blr4+zo]+2) | x— 20|
| [lz —zo] <1 =z + 0|
<la|+ |z |<|z—ao | +2] 20 |[<1+2]z0]]
SG+6]zo)[2— 20|
<(5+6|xg])d
dir. (5+6 | 2o [)d <edan 0 < 55— bulunur. Burada, 6 = d(e, z) =
min{l,m} secimi yapildiginda Vo € R icin | 2 — 29 |< § =]
f(x)—f(z0) |< € oldugu, yani 322 —2x+1 fonksiyonunun z noktasinda

siirekli oldugu anlasilir.zy € R keyfi olduguna gore bu fonksiyon R nin
tamaminda stireklidir.

(b) Herhangi bir € > 0 sayis1 ve xp € R noktasi verilsin. « € R icin
| © — o |< 6 oldugunda,

| 2% — x| | 22 + 230 + 10 || T — 20 |

< (lz P4zl |+ 2o [*) |2 -
2=z |<1 =2 |< 14|z

< (1+3|xo | +2| 2o ) | — 20 |

(

< (143 |z | +2| 20 [P0

dir. (1+3|$0|+2|$0|2)5<6dan5<m

rada, 0 = d(¢,x9) = min{1, m} secimi yapildiginda Vo € R

bulunur. Bu-
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icin | @ —x |< 0 =>| 2% — 2® |< € oldugu, yani 2*® fonksiyonunun
xo noktasinda stirekli oldugu anlasilir.xzy € R keyfi olduguna gore, bu
fonksiyon R nin tamaminda stireklidir.

(¢) Herhangi bir ¢ > 0 sayis1 ve £y € R noktasi verilsin.z € R icin

| £ — 20 |< ¢ oldugunda
3($ — $Q) . 3($ + Xo + 4)

| cos(3z +2) —cos(3zp+2)| = | —2sin 5 sin 5 |
3(z+ o+ 4)
[ 5 <1
ve | sinM |< 3 | x —xo |]

3
< 2§|x—x0|:3|x—x0|<35

dir. 36 < edand < £ bulunur. Burada, § = 6(¢, z9) = min{1, } secimi
yapildiginda Vz € Ricin | z—x¢ |< § =] cos(3x+2)—cos(3z9+2) |[<
oldugu, yani cos(3z 4 2) fonksiyonunun z, noktasinda siirekli oldugu
anlasilir.zg € R keyfi olduguna gore, bu fonksiyon R nin tamaminda

sureklidir. ¢

R den R ye tammh ve siireklilik kiimesi S(f) = {—1,1} olan bir f

fonksiyonu bulunuz.

Coziim: f:R — R,

)0 reQ ise,
f(l)_{ 22 —1, xeR\Q ise

biciminde tanmimli f fonksiyonu —1 ve 1 noktalarinda siirekli olup Va €
R\{—1, 1} noktasinda ikinci cesit siireksizlige sahiptir. Gercekten, Va €
R\{—-1,1} ve Vn € N icin 2/, € Q ve 2", € R\Q ve lim 2/, =

lim 2", = a kosullarim saglayan (z',,) ve (z”,) dizileri icin
n—oo

lim f(2;) =0#a*>—1= lim f(z"},)

n—oo n—oo
olduguna gore, fonksiyon Va € R\{—1, 1} noktasinda siireksizdir.

a=1(veyaa =—1)icinz, € Rve lim z, =1 (veya = —1) kosullarim
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(4)
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saglayan her (z,) dizisi icin

lim f(z,) = 0= f(0)

n—oo

olduguna gore, S(f) = {—1,1} dir. ¢

R den R ye tanimh ve siireklilik kiimesi S(f) = Z olan bir f fonksiyonu

bulunuz.

Coziim: f:R—R,

f(x):{ 0, reQ ise,

sintx, x € R\Q ise.

biciminde tanmiml f fonksiyonu icin S(f) = Z oldugunu gosterelim.Va €

Z icin z, € R ve lim z,, = a kosullarini saglayan her (z,) dizisi icin

n—oo

lim f(z,) =0= f(0) = f,a € Z noktasinda siireklidir

n—oo
Va € R\Z ,Vn € Nicin 2/, € Q, 2", € R\Q ve nh_}r{.lox’n = 7}1_1}1;):5’% =a
kosullarini saglayan (z',,) ve (z”,) dizileri icin

lim f(z',) =0 #sinwa = lim f(z",)

n—00 n—oo

olduguna gore, lim f(x) limiti yoktur. Buna gore, fonksiyon R\Z nin

tamaminda sureksizdir. ¢

[ R—=R,

) 32, 2€Q ise,
Jx) = { 22, r e R\Q ise

biciminde tanimh f fonksiyonunun S(f) siireklilik kiimesini bulunuz.

Coéziim: Va € R WVn € Nicin 2/, € Q , 2", € R\Q ve lim 2/, =
n—oo

lim 2”,, = a kosullarim saglayan (2',,) ve (z”,,) dizileri icin

n—oo

lim f(2',) = lim (32", — 2) = 3a — 2,

n—oo n—oo
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lim f(z”,) = lim (z",)* = a®

n—odo n—oo

bulunur. Buna gore, f nin a da siirekli olmasi icin a®> = 3a — 2, yani
a =1 ve a =2 olmalidir. Dolayisiyla, S(f) = {1,2} dir. ¢

(5) Asagidaki esitliklerle tanimlanan f : R — R fonksiyonlarinin siireklilik
durumunu inceleyiniz. Sireksiz olduklar:1 durumlarda siireksizlik cesidini

belirtiniz.

21 .
cos®, x#0 ise,

1, r =0 ise;
| 2|
1 - :
(1) () arctan z’
) ocosTE, | |< 1 ise,
m) f(z) =
(m) /(@) {|x—1|, |z |>1 ise;
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cos T, 5 <wx <] ise,
(n) f(z)=4¢ 1, v =7 ise,
772 s
?— T L<z<m ise
(0) f(z)=log(zx — 1)
Cozim: (a) n<zxz <n+1,n€Zise [z] = n olduguna gore,

I, = [n,n+1),n € Z olmak tzere (f |;,)(z) = /x —n fonksiyonu I,
araliginda stireklidir. Vn € Zicin f(n) =0, f(n™) = lim vz —n+1=

L, f(n*) = lim Vz—n=0ve f(n7) =1%# f(n) = f(n) olduguna
gore, S(f) i_ﬁ\Z dir. # = n € Z noktalar1 fonksiyonun birinci cesit
siireksizlik noktalaridir.

(b) n<z<n+lneZise [z] =nve [—z] = —n—1 olduguna
gore, I, = (n,n+ 1),n € Z olmak tizere (f |1,)(x) = —1 fonksiyonu
I, arahigmda siireklidir. Vn € Z icin f(n) =0, f(n7) = lim ([z] —

[-«]) =n—-1+(=n) = ~1 f(n") = lim ([2] + [-2]) =
n+(—n—1)=—-1ve f(n) = =1 # f(n) # =1 = f(n") olduguna
gore, S(f) = R\Z dir. x = n € Z noktalar fonksiyonun kaldirilabilir
siireksizlik noktalaridir.

(c) f(£1) =0 oldugu aciktir. | z |> 1licin f(z) = 2?+1 = f(17) =
lim (22 +1) = 2,

rz—1+

f(=17) = lim (2? +1) =2,

T——1"
ve |z |<licin f(z)=2>—-1= f(17) = liril_(:c2 —-1)=0,
1t — T 2 _ —
F-1%) = lim (= 1) =0

bulunur. f(—=17) =2 # 0 = f(—-1) = f(=17) ve f(17) = 0 =
f(0) # f(17) olduguna gore, S(f) = R\{—1,1} dir. = £1 noktalar
fonksiyonun birinci cesit stireksizlik noktalaridir.
(d) 2sinz,| z |€ C(R) ve © # 0 icin | = |# 0 olduguna gore, f €
C(R\{0}) dur.

2sinw 2sinz

f(07) = lim = -2, f(0) = lim

r—0~- —X x—0+t x

=2
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olduguna gore, S(f) = R\{0} dir. = 0 noktas1 fonksiyonun birinci
cesit siireksizlik noktasidir.

(e) 2 —1, 22 -1 € C(R) ve x # 1 icin 22 — 1 # 0 olduguna gore,
z-1 ¢ ¢(R\{1}) dir. Vz # 1 icin f(z) = £+ glduguna gore

z2—1 z+1
»?+r+1 3 »?+r+1 3
1 )= lim —— = — 1= lim &—>" "~ %2
FA7) = lim —"— g F17) = Jim —— 9

bulunur. f(17) = f(1%) = 2 # 4 = f(1) olduguna gore S(f) = R\{1}
dir. x = 1 noktas1 fonksiyonun kaldirilabilir siireksizlik noktasidir.
(f) n<zx<n+lneZise [z] =nvel,=[nn+1),n € Zolmak

tizere (f

1,)(z) = nx fonksiyonu I, araliginda siireklidir. Vn € Z icin

f(n) =n? f(n) = lim (n—1)z = (n—1)n, f(n*) = lim+ nx = n? ve

f(n7™) = (n—1)n #n%= f(n) = f(n") olduguna gore, S(f) = R\Zdir.
x = n € Z noktalar1 fonksiyonun birinci cesit stireksizlik noktalaridir.
(g) Vn € Z\{0} icin I, = (=7,%] olmak iizere (f |1,)(z) = nx

ntl’
fonksiyonu I,, arahgmnda siireklidir. Vn € Z\{0} icin f(+) = 1,f (%Jr)
lim = [ 1] = 2= bulunur. f(£) # f(++) olduguna gore, S(f) =
T+

Z\{0} dir. z = L n € Z\{0} noktalar fonksiyonun birinci cesit

n’

sureksizlik noktalaridar.

Simdi fonksiyonun x = 0 noktasinda stireklilik durumunu inceliyelim.

n € N olmak iizere Vz € (=, 1) icin
n 1 n+1
<z|-— 3.5
g <zl <— (3.5)
oldugu aciktir. n — co = & — 0+ iken [(3.5)ten dolay1 |
s tim 2 [2] = L[2] EN i
ma[=]=1][=-] =-nn ise
z—0+t X X '
1 1 1
—n<-<-n+l,— << —
x n+1 -n
ve dolayisiyla,
1 —n+1
U] <=2 (3.6)
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elde edilir. (3.6) dan dolay,

f(0~ )—hmx[[ ]]—1

rz—0~

bulunur. Buna gore, f(07) = f(0) = f(0%) = 1 esitliklerinden fonksiy-

onun x = 0 da siirekli oldugu anlasilir.

(h)y n <axz<n+1lne€ Zise [xz] = n olduguna gore, I, =
[n,n + 1),n € N olmak iizere (f |7,)(x) = nsinmz fonksiyonu I,
araliginda siireklidir. Vn € Z icin f(n) = nsinmn = 0, f(n™) =
zlil}zl_(n — D)sinme = (n — 1)sinmn = 0, f(nt) = mlil}llJrnSlnﬂ':C =

nsinnm = 0 bulunur. f(n~) = f(n) = f(nT) = 0 olduguna gore,
fonksiyon R nin tamaminda siireklidir.

i) n <z <n+1lneZie [z] = n olduguna gore, I, =
[n,n+1),n € Z olmak iizere (f |1,)(x) = n(n — (=1)" cos mzx) fonksiy-
onu [, araliginda stireklidir. Vn € Z icin

fn) = n(n—(=1)"cosmn) =n(n - (=1)"(=1)") = n(n - 1),

f(n7) = mli)ITIZl_(n —1)(n—1—(=1)""'cosmz) =
= (n=1n-1- (=" (=1)"=(n-1n,
f(nt) = mlfg n(n — (=1)"cosmz) = n(n — 1)

bulunur. f(n~) = f(n) = f(n') olduguna gore, fonksiyon R nin
tamaminda stireklidir.

G) 2n <z <2n+1,n¢€ Zise (—1)I") = 1 olduguna gore, fonksiyon
I, = [2n,2n + 1),n € Z olmak iizere (f
araliginda streklidir. Benzer sekilde J,, = [2n — 1,2n),n € Z olmak

1,)(z) = 1 fonksiyonu I,

tizere (f |;,)(xz) = —1 fonksiyonu J,, araliginda siireklidir. Vn € Z icin

f@n)=1, f@en—-1)=-1 f(2n")= lim (-1)*'= -1,

r—2n~

fen™) = lim (-1)*=1f((2n—1)")= lim (=1)*?%=1,

z—2nt z—(2n—1)"

f(Cn—1)") = lm (-1)"'=-1

z—(2n—1)*
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bulunur. f(2n7) = =1 # 1 = f(2n) = f(2n*) ve f((2n —1)7) =
1#—-1=f2n—-1)= f((2n—1)") olduguna gore, S(f) = R\Z dir.

x = n € Z noktalar1 fonksiyonun birinci cesit stireksizlik noktalaridir.

1
nm’

(k) Terimleri 2/, = ', = m, n € N biciminde tanimh

(@', )ve(x"y,) dizilerini gézoniine alalim. lim 2/, = lim 2", =0,

nh_{& fl@',) =1ve nh—{go f(2",) =0 oldugﬁ_e)l,o(;lktlr. Scﬁ;oylslyla, glclir(l) f(x)
limiti yoktur. f € C(R\{0}), S(f) = R\{0} ve z = 0 noktas: ikinci cesit
siireksizlik noktasidir.

(1) | x|, arctanz € C(R) ve z # 0 icin arctanx # 0 olduguna gore,

f € C(R\{0}) dir. x — 0 iken arctanz ~ x oldugundan dolay1

. T . X
lim Ed = — lim =-—1,
z—0— arctan x z—0— arctan x

. Z . T

lim Ed = =1

2—0+ arctan s TE(I)l+ arctan x
bulunur. Buna gére, S(f) = R\{0} ve x = 0 noktasi fonksiyonun bir-
inci cesit stireksizlik noktasidir.

(m) f € C([-1,1]U(—o00,—1)J(1,+00)) oldugu aciktir. f(1) =

cos(3) = 0, f(17) = “linla_ cos(%F) = 0, f(17) = .liI%(x' —1) =0,

J(=1) = cos(—=5) = 0, f(-17) = lim (1—2) = 2, f(-17) =

T——

linhcos(%) = 0, bulunur. f(—17) =2 # 0 = f(-1) = f(—17)
ve f(17) = 0 = f(1) = f(17) olduguna gore, S(f) = R\{—1} dir.
x = —1 noktasi fonksiyonun birinci cesit siireksizlik noktasidir.

(m) f e C([=5, 7]U(%, 7)) oldugu aciktir. f(3) =1, f({7) =

lim_coss = 5, f(5) = Tim (2= 2) = 0ve f(5) = &5 # 1 =
x—7 ez

f(5) # f(5F) olduguna gore, S(f) = {5} dir. © = T noktas: fonksiy-
onun birinci cesit stireksizlik noktasidir.

(0) (z—1)?€C(R) ve Inu € C(R,) olduguna gore, f(x) € C(R\{1})
dir. 11;112 flx) = glcliri log(z — 1) = —co olduguna gore, S(f) = R\{1}
dir. = 1 noktas1 fonksiyonun ikinci cesit siireksizlik noktasidir. ¢

(6) Asagidaki esitlikler ile tanimlanan fonksiyonlar R nin hangi nokta-
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larinda siireksizdir? Siireksizlik cesidini belirleyiniz.

1 ) sinZ, @ #£ 0 ise,
@ f@)= 0)f(0) = { T
2, x < 0 ise, )
@f@ =11  r=0ie @ fa)=""1
1+tanz, x> 0 ise;
1
(e) f(x):m ; (f) f(z) =sinwzsini;
_arcsinx ~cos(G)
() fla)= 20T, () ()= 52
1 1
W 0= ) f@)=h

Coziim: (a) Pay ve payda R de siirekli ve Vo # 43 icin 2> — 9 # 0
olduguna gore, f € C(R\{-3,3}) dir. f(=37) = 400, f(-3") =
—00, f(37) = —o0, f(37) = 400 olduguna gore, fonksiyon z = +3
noktasinda bir sonsuz siireksizlige sahiptir.

(b) g € C(R\{0}) ve siny € C(R) olduguna gore, f(z) € C(R\{0})

dur. }E,% g limitinin mevcut olmadigim biliyoruz. Dolayisiyla, z = 0

noktasi fonksiyonun ikinci cesit siireksizlik noktasidir.

(¢) 2* € C((—0,0)) ve tanz € C(R\{F +nm :n =0,1,2,...})

olduguna gore, f(z) € C((—00,0)) U (R\{5 +nm:n=0,1,2,...})
=1

dir. f(0) =1, f(07) = lim 2> =0, f(0%) = lirglJr(l + tan )

bulunur. f(07) =0# 1= f(0) = f(0") olduguna gore, x = 0 noktasi
fonksiyonun birinci cesit stireksizlik noktasidir. Vn = 0,1,2,... icin
f(5+nm)")=lim (1+tanz) = +oo
m—>(%+nﬂ')—
f(G4+nm)")= lim (1+tanz)=—o0
w—»(%+7z7r)+

olduguna gore, x = 5 +nm, n=0,1,2,... noktalar fonksiyonun ikinci

cesit stireksizlik noktalaridir.
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(d) feCR\{1}) oldugu aciktir.

_ |z — 1] . 1l—x
1) =1 =1 =1
f( ) r—1- T — 1 mil—l'— ’
1 r—1
14y = tim Py —1
f( ) TLT{L Tr — xil—{E—

ve f(17) # f(17) olduguna gore, z = 1 noktasi fonksiyonun birinci
cesit stireksizlik noktasidir.

() % —32% —4x € C(R) ve x ¢ {—1,0,4} icin 2® — 32> — 4x # 0
olacagindan, f € C(R\{—1,0,4}) dir. = ¢ {—1,0,4} icin

f(x) 1 N 1 n 1
x)=——
dr  20(x —4)  5(x+1)
y 1 1 :
oldugu aciktir. , — ve Fonksiyonlari sirasiyla x = —1, x =

r+1 =z xr —
0 ve z = 4 noktalarinda, dolayisiyla, f(x) fonksiyonu —1, 0 ve 4 nok-

talarinda ikinci cesit stireksizlige sahiptir.
(f) sinz € C(R) vesin+ € C(R\{0}) olduguna gore, f € C(R\{0})
dir. Vo € R\{0} icin

|f(z)| = |sinz|[sin 1] < [sinz| < ||

olduguna gore QIEI_)I% f(z) = 0 bulunur. Buna goére, z = 0 noktasi
fonksiyonun bir kaldirilabilir siireksizlik noktasidir. f(0) = 0 tammiyla
f € C(R) olur.

(g) arcsinz € C([—1,1]), sin2x € C(R) ve Yz € [-1,1]\{0} icin
sin 2z # 0 olduguna gore, f € [—1,1]\{0} olur. x — 0 iken arcsinz ~ x

ve sin 2x ~ 2x olduguna gore,

arcsin x . x 1

f(07) = lim

z—0— sin2x z—0— 2%

1
ve benzer sekilde f(07) = B dir. f(07) = f(0%) olduguna gére, x =0

N —

noktasi fonksiyonun bir kaldirilabilir siireksizlik noktasidir. f(0) =
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tanmmuyla f € C(R) olur.
(h) cos(¥) € C(R), 2* —2> € C(R) vex #0, z # licin 2° — 2> #0
olduguna gore, f(z) € C(R\{0,1}) dir. f(07) = f(01) = —oc0 oldugu

aciktir.
. cos(%) . cos(5 + 5(z—1))
li =1
r—1 ;L'2<:L‘ — 1) r—1 xTr — ]_
. —sin(F(z — 1))
im
z—1 z—1

bulunur. Buna gore, x = 0 noktas1 fonksiyonun ikinci cesit siireksizlik
ve x = 1 noktas1 da fonksiyonun bir kaldirilabilir stireksizlik noktasidir.

f(1)

—g tanimiyla fonksiyon x = 1’de stireklidir.

() i 33, 27 € C(R\{0}) olduguna gére, f € C(R\{0}) dur.
. (el !
f(07) = zli%l_ J L [z —=0"=—-— —co= () =0]=-1
(3)e —1
14—(2)%
f(07) = lim Bt —0"=> = 5 +oo= (2 -0 =1
rz—0— 1— (%)% T 3

bulunur. f(07) # f(07) olduguna gore, x = 0 noktasi fonksiyonun

birinci cesit stireksizlik noktasidir.
(i) i e C(R\{0}) ve lniti € C((—1,1)) olduguna gore, f €
C((—=1,1)\{0}) dur.

l+z,d 2z

lim f(z) = lim In ( )= =limIn(1 + T—

x—0 z—0 — X z—0

1
a:)gﬁ
1 1+

2% lim — In
)z ] =Ine "2z l—x

— T
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bulunur. Dolayisiyla, x = 0 noktasi fonksiyonun bir kaldirilabilir stireksizlik
noktasidir. f(0) = 2 tanmmyla f € C((—1,1)) olur. ©

(7) Aagidaki fonksiyonlarin siirekli olmasi icin a ne olmalidir?

2_ .
9 p#4 -3 ise,

(a) f(x) ={ -

a, r=—3 ise;

m+2x)tanx, x € (—m, S)\{—2} ise,
o) M;{( ) (- M5

a, r = —7 ise;

sinhx7 T ?é 0 ise,
(c) flz) = { ! -

a, x =0 1ise;

~ ———, = # 0 ise,
@ s =] C TR g = | iz 7T

a, x =0 ise; a, x =0 ise.
Cozim: (a) wlirilgf(:v) = w{@:‘)% = lim (x —3) = —6

olduguna gore, fonksiyonun —3 noktasinda stirekli olmasi, yani lim3 f(z) =

f(—3) olmast icin @ = —6 olmalidir.
(b) lim (7 + 2z)tanx[r +2v = y = ¥ — —g sy — 0 =

2

limytan(4 — Z) = limycot 2 = lim %5 cosZ = 2 olduguna gore
y—0 Yy (2 2) y—»Oy 2 y—0 sm% 2 g g )
fonksiyonun x = —7 noktasinda siirekli olmasi icin a = 2 olmahdar.
. i . T _po—T . T_1—(e T—1 . T _ . —T_
(c) lim sthe — iy e L iy €@ Tl gy ol gy e 71 o
x—0 a—0 2 2250 & 250 ® z—0 %

%(1 + 1) = 1 olduguna gore, fonksiyonun z = 0 noktasinda siirekli ol-

masi icin @ = 1 olmalidir.

1 1

(d) i%e_l%zllm [%:y$$—>0@y—>+00]: lim ev

1
z—0 612 y——+oo

+%O = 0 olduguna gore, fonksiyonun x = 0 noktasinda siirekli olmasi

icin @ = 0 olmahdir.

1 € = 1 —1 pum l—l = L{lj
(e) glcli% In(1+22) glclg(l) 21n(1+22) 27 2;@01n(1+2x)$ v =(1+22)= =
1
T 0y —e=1i"1—= = 3 olduguna gore, fonksiyonun

2jmy  2lne
x = 0 noktasinda siirekli olmasi icin a = % olmahdir. ¢
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(8) Asagidaki fonksiyonlarm R iizerinde siirekli olmasi icin a ve b ne ol-

malidir?

(x—1)3, <0 ise,
(a) f(z) =< ax+b, 0<xz<lise,
VT, x>1 ise;

(#2)2sin®(2?), = #0 ise,

0, r =0 ise.

F07) = lim (2 — 1) = 1, J(0) = (0— 1) = -1,

rz—0~

F0Y) = lim (ax +b) =b, f(1)=V1=1,

z—0t
f(17) = lim (az +b) =a+b, f(1T) = lim vV1=1

z—1~ z—1t

bulunur. Fonksiyonun 0 ve 1 noktalarinda siirekli olmasi icin sirasiyla
f(07) = f(0) = f(0%) veya b = =1 ve f(17) = f(1) = f(1T) veya
a+ b =1 olmalidir. Buna gore, f € C(R) olmasi icin a =2 ve b = —1
olmalidir.

(b) Vz e R\{0}icin f(z) = (22)"*".(3222)0 ve Vb € R icin H)(ﬁ—g?)b =

1 oldugu aciktir. O halde, fonksiyonun 0 noktasinda siirekli olmasi icin

0 = f(0) = lim f(z) = lim(2%)***

z—0 z—0

olmaldir. Bu da yalmizca a+b > 0 durumunda miimkiindir. Dolayisiyla,
f € C(R) olmast icin a + b > 0 olmahdir. ¢

(9) Asagida verilen f ve g fonksiyonlari icin (fog) ve (go f) bileske fonksiy-
onlarmin siireklilik durumunu inceleyiniz.
(a) f(z) =sgnz,g(v) = 1+ 2% (b) f(z) = sguw,g(r) =z — 2%

L ] reQ ise,
(c) flz) =1-]x -1}, g(x)_{Q_q;7 r € R\Q ise.
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Coziim: (a) f(g(x)) =sgn(l+a?) =1ve g(f(z)) =1+ (sgnz)? =
2, = #0 ise,
1, =0 ise
C(R\{0}) dir. (Bkz. sekil 3.4).

bulunur. Buna gore, (f og) € C(R) ve (go f) €

1, O0<z<lvex<—1ise,
(b) flg(z)) = sgn(z — z?) = 0, r=0 vexr=+1 ise, ve
-1, z>1ve—-1<x<0isc
g(f(z)) = sgn(1—sgn?z) = 0 bulunur. Buna gore, (fog) € C(R\{-1,0,1})
ve (go f) € C(R) (Bkz. sekil 3.5).

(¢) z € Qicin f(g(z)) =1—[z -1 ve z € R\Q icin f(g(z)) =
1—|1—z| olduguna gore, Vz € R icin f(g(z)) = 1 — |z — 1| dir. Benzer
sekilde
1—|z—1|, z€Q ise,
9(/ (@) = { 1+ ]z —1|, zeR\Qise
oldugu bulunur. Demek ki, fog € C(R) ve go f fonksiyonun = = 1 nok-
tasinda siirekli olup herhangi bir € R\{1} noktasinda siireksizdir.c

(10) Reel katsayili ve tek dereceli polinom denklemin, yani
apz®™ ™ + a2 + ..+ g + agpi1 = 0

denklemin en az bir reel koke sahip oldugunu gosteriniz.

v e a1 Qop  A2p41 .
Coziim: ap > 0 olsun. gop1(2) = —+...+——+ olmak tizere
. x T ng" m2n+1
_ 2n+1 2n
P2n+1(1‘) = QgT -+ a|x + -+ QAonT + aon+1
2n+1 1
x (ao + C_l2n+1(;))
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ve liIJ]ra G2nt1(2) = 0 olduguna gore, IA > 0 dyle ki, Vo > A icin

|Gons1(2)] < % olur. Buna gore, Vx > A icin

a
Popyi(z) = 2*" (ag + QQn+1(i)) > 501’%“

oldugu elde edilir. Demek ki, lim Py, ;(x) = 400 oldugu bulunur.

T—+00

lim Py, q(x) =400 = Ve >0, 35, > 0 Oyle ki, Vo >

r—-+00
icin Py,41(x) > € olur.

Benzer sekilde, lim Py, 1(x) = —oo oldugu kolayca gosterilebilir.

lim P2n+1(fl?) = —00 = Vey > 0, 352 >0 oyle kl, Ve < —52

r——00
icin Py,41(x) < —ég olur.

Dolayisiyla, Py,+1(01) > 0 ve Py,1(—0d2) < 0 olacak sekilde bir [a, b] =
[—d2,01] C R araligimin varligr anlagihr. Py, 1(z) € C([a,b]) olduguna
gore, Bolzano-Cauchy Teoremi geregince Pa,.1(c) = 0 olacak sekilde
en az bir ¢ € (a,b) noktas1 vardir. ay < 0 durumu benzer sekilde

incelenebilir. ¢

(11) f([0,1]) < [0,1] kosulunu saglayan her f € C([0,1]) fonksiyonunun

[0,1] de bir sabit noktaya (f(zg) = o olacak sekilde zo € [0, 1] nok-

tasina f nin bir sabit noktasi denir) sahip olacagini gosteriniz.

Coziim: |0, 1] iizerinde siirekli ¢(x) = z— f(x) fonksiyonunu gézéniine
alalm. ¢(0) = —f(0) < 0 ve (1) =1 — f(1) > 0 oldugu aciktur.
f(0) = 0 veya f(1) = 1 ise 0 veya 1 noktasi f nin sabit noktasi
olur.f(0) > 0 ve f(1) > 0 oldugu durumlarda ¢(0) < 0 ve ¢(1) >
O(veya ¢(0)p(1) < 0 ) oldugundan, Bolzano-Cauchy teoremi geregince
o(xg) = 0 veya xg = f(xo) olacak bicimde en az bir 2y € (0, 1) noktas
vardir. Boylece, bu durumlarda da f nin sabit noktaya sahip oldugu
elde edilir. ¢
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(12)

(13)

(14)

f € Cla,b], g € Cla,b] ve f(a) > g(a), f(b) < g(b) ise, f(zo) = g(xo)
olacak sekilde xg € (a,b) noktasinin mevcut olacagini gosteriniz.

Coziim: F(x) = g(x) — f(x) fonksiyonunu gbzoniine alahm.F' €
Cla,b], F(a) = g(a) — f(a) < 0 ve F(b) = g(b) — f(b) > 0 oldugu
aciktir. Buna gore, Bolzano-Cauchy teoremi geregince F'(z) = 0, yani

f(zo) = g(zo) olacak bicimde bir xy € (a,b) noktasi vardir. ©

£((0,1)) € (0,1) kosulunu saglayan ve (0,1) de sabit noktaya sahip
olmayan bir f € C(0,1) fonksiyon 6rnegi veriniz.

Coziim: f:(0,1) — (0,1), f(x) = 2* fonksiyonunun (f(0,1) C (0,1)
ve z2 € C(0,1) oldugu aciktir) (0,1) de sabit noktasi yoktur. ©

f : (a,b) — R fonksiyonu (a, b) iizerinde stirekli ve x1, x9, 23 bu araligin

herhangi tic noktasi olsun. Bu durumda,

£() = 3 ) + f(2) + f(23))

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktasinin mevcut olacagini gosteriniz.

Coziim: x, < gy < x3 ve m = inf{f(z) : x € [x1, 23]},
M =sup{f(x) : x € [x1,x3]} olsun. min{ f(x1), f(z2), f(x3)} = A ve
max{ f(z1), f(x2), f(x3)} = B dersek

A< S[f () + (o) + flas)] < B

ve [A, B] C [m, M] oldugu aciktir. f € Clzy, 23] olduguna gore, Ara

Deger teoremi geregince

1
fle) = Slf () + flz2) + flzs)]
olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktast mevcuttur. ©

X Cc R,f : X — R fonksiyonu X kiimesine gore o € X nok-
tasinda stirekli ise, | f(x) | de X kiimesi tizerinde de bu noktada siirekli

oldugunu gosteriniz.
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Coziim: f: X — R fonksiyonu X kiimesine gore zy € X noktasinda
stireklidir = Ve > 0 icin 3§ > 0 Oyleki Vo € X icin | z — xg |< § =

| f(z) — f(xg) |< & dur”. Bu durumda, aym z ler icin

| f(@) [ = [ f(xo) [| < T f(2) = flao) [< e

oldugundan dolay1 | f | fonksiyonu X kiimesi iizerinde x, noktasinda

sureklidir. ¢

Not: Problem (15) ten X C R, f € C(X) =| f |€ C(X) sonucu elde

edilir. e

[0,1] arahigmda tanmimlh 6yle f : [0,1] — R fonksiyonu bulunuz ki,
f,10,1] arah@mnin her noktasinda siireksiz fakat | f(z) | fonksiyonu

[0, 1] arahiginda siirekli olsun.

Cozim: f:[0,1] — R,

1, 2 €|0,1] rasyonel ise,
f(x>={ o1

—1, x €[0,1] irrasyonel ise

biciminde taniml f fonksiyonu [0, 1] de siireksiz (yani her z € [0, 1] nok-
tasinda stireksiz) olup, | f(z) |= 1,z € [0, 1] fonksiyonu [0, 1] arahginda

sureklidir. ¢

X CRve p,v: X — R fonksiyonlar1 X iizerinde siirekli olsun. Bu
durumda, F;G: X — R

F(r) = max{e(z), ¥ ()}, G(x) = min{p(z), ()}
fonksiyonlarinin da X {izerinde siirekli olacagini gosteriniz.
Coziim: Herhangi = € X icin

1

F(z) = 5(p(@) + 9 (2)+ | () = v(2) |),

G(a) = 5 o) + 9(@)~ | 9(x) — ¥(x) |
oldugu aciktir. ¢, v € C(X) = ¢+ € C(X) ve | p(x) —(x) |€ C(X)

(Bkz Problem 15) olduguna gore F,G € C(X) dir. ¢
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(18) X € Rve f: X — R fonksiyonu X iizerinde siirekli olsun. Bu
durumda, a < b olacak sekilde her a,b € R sayilar icin [f]% : X — R,

f(@), a< f(z) <bise,
[flo(z) =4 a, f(x) < aise,
b, f(z) > bise

biciminde tanimlanan [f]% fonksiyonunun X iizerinde siirekli oldugunu
gosteriniz.
Cozim:
f(@), flz) <b ise,
[ o) = :
b, f(x) >0 ise
biciminde tanimlanan [f]® _ fonksiyonu icin [f]® ., = min{f(z), b} olduguna

gore bu fonksiyon Problem 17 den dolay1 X iizerinde stireklidir.

/1 = max{a, [f] ()}

olduguna gore yine Problem 17 den dolay1 [f]? fonksiyonu X {izerinde
siireklidir. ©

(19) f: R — R fonksiyonunun R tizerinde siirekli olmasi icin gerek ve yeter
kosulun her @ € R, icin Problem 18 de tanimlanan [f]*, fonksiyonunun
R {izerinde siirekli olmasidir. Ispatlayimiz.
Coziim: (=:)f € C(R) ise Problem 18 den dolay1 [f]*, € C(R) dir.
(«:)f fonksiyonu bir z; € R noktasinda siireksiz olsun. Eger, f nin
xo noktasinda sicramasi sonlu , yani v = Q(f, zo) ise a >| f(xo) | +7v
oldugunda xy noktasinin 6yle bir U(zy) C R komsulugu vardir ki, Va €
U(xp) icin [f]*,(z) = f(x) olur. Bu durumda, [f]*, fonksiyonu da x
noktasinda stircksizdir.
Eger, Q(f,x¢) = +o0 ise a >| f(xg) | oldugunda xy noktasimn her

U(xy) C R komsulugunda [f]|*, nin sicramasi

W([f1%, Ulxo)) = sup{[f]2,(x) - 2 € U(xo)}
—inf{[f]%,(z) : x € U(z0)} 2 a — f(x0)
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olur. Budurumda da [f]*, fonksiyonu xy noktasinda stireksiz olmak-
tadir. Dolayisiyla, f herhangi bir zy € [a,b] noktasinda siireksiz ise
yeteri kadar biiytik a lar icin [f]*, fonksiyonu da xy noktasinda siireksiz

olur. Bu celigki varsayimin yalnis oldugunu gosterir. ¢

¢, [a,b] lizerinde artan ve A = p(a), B = ¢(b) olmak iizere [ ,[A, B]
tizerinde monoton (azalmayan veya artmayan) bir fonksiyon olsun. Bu

durumda, f o ¢ fonksiyonu [a, b] iizerinde monoton mudur?

Coziim: Evet. Gercekten t1,ty € [a,b],t; < to = p(t1) < @(t2)
dir. Buna gore f azalmayan ise f(¢(t1)) < f(p(t2)) ve f artmayan
ise f(e(t1)) > f(e(ta)) dir. Dolayisiyla, f azalmayan (artmayan) bir

fonksiyon ise f(¢(t)) fonksiyonu azalmayandir (artmayandir). <

¢ ve f Problem 20 deki fonksiyonlar ve ¢ fonksiyonu bir ¢ € (a, b) nok-
tasida siireksiz olsun. Bu durumda, f(¢(t)) fonksiyonu ¢y noktasinda

suireksiz olmak zorunda midir?

Cozim: Hayur.

t, t €1[0,1) ise,
p(l) = .
1+t te]l,2]ise
biciminde tanmimlanan ¢ : [0,2] — R fonksiyonu ¢ = 1 noktasinda

stireksizdir (Clinkii ¢(17) =1# 2 = ¢(17) dir) ve ¢(0) =0,¢(2) =3
diir. [0, 3] tizerinde

T, x € [0,1] ise,
flx)y=14¢ 1, x € (1,2) ise,
r—1, x€[2,3]ise
biciminde tamimlanan f : [0,3] — R fonksiyonunu gozoniine alalim.
Vt € [0,2] icin f(p(t)) = t ve dolayisiyla f o ¢ fonksiyonu ¢ = 1 nok-
tasinda siireklidir (Ustelik f o ¢ € C[0,2] dir). o
Not: f kesin monoton (azalan veya artan) ve ¢ , to noktasinda siireksiz

ise f(p(t)) fonksiyonu ¢y noktasinda siireksizdir. o
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(22) f:[a,b] — R fonksiyonu [a, b] lizerinde siirekli olsun. Bu durumda,
m(z) =inf{f(t) :a <t <z}, M(z)=sup{f(t):a<t<uzx}
biciminde tanmimlanan m, M : [a,b] — R fonksiyonlar |[a,b] tizerinde
monoton ve siireklidirler. Gosteriniz.

Coziim: =z = a durumunda [a, z] aralig) bir elemana sahip {a} kiimesi
olmak tizere m(x) ve M (x) fonksiyonlari [a, b] tizerinde tanimhidir. M (x)
fonksiyonu [a, b] iizerinde monoton artan ve stirekli oldugunu gosterelim.
Herhangi = € [a,b) icin 0 < h < b — x olmak {izere [a,z] C [a,x + h]
olduguna gore {f(t) : a <t <z} C {f(t) : a <t < x4+ h} dir.
A C B olacak sekilde her A, B C R kiimeleri icin supA < sup B
olacagindan dolay1 M (x) < M(x + h) dur ve dolayisiyla M (z) fonksiy-
onu |[a, b] iizerinde azalmayandir. Simdi M (x) in [a, b] iizerinde siirekli

oldugunu gosterelim.
Once, ¢ < d olacak sekilde ¢, d € [a, b] noktalar icin
w(f,levd)) = sup{f(x) : ¢ < v < d} —inf{f(2) : c < v < d}

f nin [¢, d] arahginda salinimi olmak {izere

M(d) < M(©) +w(f, ¢, ) (3.7)
esitsizliginin dogrulugunu gosterelim.

M (d) = max{M(c),sup{f(z):c <z < d}}

oldugu aciktir. Eger, M(d) = M(c) ise w(f,[c,d]) > 0 oldugundan

dolay1
M(d) = M(c) < M(c) +w(f, [c,d])

bulunur. Eger, M(d) = sup{f(x):c <z <d} ise
M(d) = M(e) +sup{f(x) : ¢ < & < d} — M(0)
[M(c) > f(c) > inf{f(x): c <z < d}dir]
< M(c) + [sup{f(z) : c <x <d} —inf{f(z) : c <z < d}]
= M(c) +w(f, [c, d])
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oldugu ve dolayisiyla, (3.7) esitsizliginin saglandig1 ispat edilmis olur.
(3.7) den 6zel olarak a < x < b ve 0 < h < b — z oldugunda

M(z+h) < M(x) +w(f,|[z,z+ h])

olur. M(x) azalmayan bir fonksiyon olduguna gére, buradan ayni = ve

h lar icin
0< M(x+h)— M) <w(f,|z,z+h]) (3.8)

esitsizliginin saglandigi anlasihr. f fonksiyonu z € [a,b) noktasinda

stirekli oldugundan dolay1 hli%l+ w(f,[x,x+h]) =0. O zaman, (3.8) den
hl:r& [M(z+h) — M(z)]=0= hliI(I)l+ M(x +h) = M(x)

dir ve dolayisiyla, M fonksiyonu z € [a, b) noktasinda sagdan stireklidir.

Simdi M fonksiyonunun z € (a,b) noktasinda soldan stirekli oldugunu

gosterelim. = € (a,b] ve 0 < h < x — a olmak {izere (3.7) den dolay1

x — h ve x noktalar1 icin
M(z) < M(z —h)+w(f,[r — h,z])
dir ve dolayisiyla, ayni x ve h lar icin
0< M(zx)—M(x—h) <w(f, [z —h,x])
esitsizligi elde edilir. Buradan,

Jim w(f, [~ b)) = 0
olacagindan,

}11131(1)[]\4(33) —M(x—h)]=0= hlir& M(x —h) = M(x)
bulunur. Bu da M fonksiyonunun z € (a, b] noktasinda soldan stirekli
olmasi demektir. Boylece, M fonksiyonu x € (a,b) noktasinda hem
sagdan hem de soldan, z = a noktasinda sagdan ve x = b noktasinda
soldan siirekli oldugundan dolay: [a, b] tizerinde siireklidir. m(z) fonksiy-
onunun [a, b| iizerinde artmayan ve siirekli oldugu benzer sekilde goste-

rilebilir. ¢
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(23)

(24)

Onerme 3.2.12 yi ispatlayiniz.

Cozum: Ispat1 monoton artan fonksiyon icin yapalim. Monoton aza-
lan fonksiyon icin ispat (asikar isarct degisiklikleri haric) aymdir.f :
X — R fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalar kiimesi £ olsun. Vx €
FE icin f(z7) # f(x) olmak zorundadir. f monoton artan olduguna
gore f(z7) < f(z') dir. Bu durumda, f(z7) < r(z) < f(z™) ola-
cak sekilde bir r(z) € Q sayist vardir. Ustelik 21,75 € E ve 21 < 3
oldugunda f(z;) < f(xs) = f(af) < f(xy) dir. Boylece z; < 9
(x1, 9 € F) durumunda

flar) <rl@) < f(z]) < flay) <rlz2) < flag)

olacagindan r(x1) < r(xy) dir. Bu durumda, E nin her z elemanina
bir r(z) € Q sayws1 karsilik getirilmis olur. Béylece, E ve Q kiimeleri
arasinda Oyle bir dontistim belirtilmis olur ki , F kiimesinin farkl iki ele-
maninin Q daki gortintiileri farklidir. Buna gore, E kiimesi Q kiimesinin
bir alt kiimesi ile (veya Q nun kendisiyle) ayni kuvvetlidir. Dolayisiyla,

E kiimesi ya sonludur yada sayilabilirdir. ¢

Onerme 3.2.19 u ispatlaymiz.

Coziim: X C Rve f: X — R fonksiyonu icin (SliI(I)lJr w¢(d) = 0 olsun.

Bu durumda, Ve > 0 icin 36; = d;(¢) > 0 Oyleki V0 < § < d; icin
wy(d) =supf{| f(z) = f(y) |2,y € XA |z —y|<d} <e

olur. Buna gore, Vz,y € X icin

|z —yl<d=]flz)-fly)|<e

oldugu ve f nin Tanim 3.2.16 anlaminda diizgiin siirckli oldugu anlasilir.
Simdi f Tanim 3.2.16 anlaminda diizgiin stirekli olsun. O halde, Ve > 0
icin 39g = dp(e) > 0 6yleki Vr,y € Xicin | x—y |< 0o =| f(z)—f(y) |<

% olur. Buradan da

wi(B0) = sup{| £(2) = f() 2.y € XA |z —yl<d} < = <e
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bulunur. Dolayisiyla, Ve > 0 icin 36y = dp(e) > 0 dyleki VO < 6 < &y
icin
0 <wi(d) <wgp(dy) <e= 51ir0n+wf(5) =0

oldugu ve f nin Tanmim 3.2.18 anlaminda stirekli oldugu anlasilir. ¢

(25) f :[0,400) — [0,400) ,f(z) = /& fonksiyonunun [0, 400) lizerinde
diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

Cozim: f(x) = /z fonksiyonunun [0, +00) tizerinde ve dolayisiyla
her a > 0 icin [0, a| tizerinde stirekli oldugu aciktir. O halde, Cantor
teoremine gore /x fonksiyonu her a > 0 icin [0, a| tizerinde diizgiin

stireklidir.
Oncelikle \/z in [1, 400) iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosterelim.

x1, X9 € [1,400) icin

| 1 — o | 1
A/ — 4/ e . g —
| o $2| \/1’14—\/1’2 - 2 |$1 $2|

olur. Herhangi bir € > 0 sayisi icin § = 2¢ secimi yapildiginda Vi, x4 €
[1,+00) icin

1
|$1—£L'2 |<5:>| VI — /T2 |< 5526

bulunur. Bu da \/z in [1,+00) fizerinde diizgiin siirekli olmasi demek-
tir. Simdi /2 in [0, +00) lizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosterelim.
Herhangi bir e > 0 sayis1 icin y/z [0, 2] tizerinde diizgiin siirekli olduguna
gore,

36; = 01(e) > 0 Oyleki Vay, 25 € [0,2] icin

| 21 — 29 |[< 01 =| Va1 — Va2 [< e (3.9)
dir./z fonksiyonu [1, +00) {izerinde diizgiin siirekli oldugundan,

by = 52(8) > Oéyleki‘v’xl,wg S [1, +OO) ICIH
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|CE1—.7)2|<52$|\/J)_1—\/$_2|<5 (310)

dir. §(e) = min{1,0:(¢),d2(¢)} secimi yapildiginda Yz, 2s € [0, +00)
icin | 1 — 9 |< ¢ esitsizliginden birincisi (§ < 1 olduguna gore) x1 ve xo
noktalarinin herikisi ya [0, 2] ya da [1, +o0) arahg icindedir,ikincisi bu
durumlarda (3.9) ya da (3.10) dan dolay1 | \/z1 —/Z2 |< € oldugu elde
edilir. Demek ki, \/x fonksiyonu [0, +00) tizerinde diizgiin stireklidir. ©

(26) Tanim 3.2.18 den faydalanarak asagidaki fonksiyonlarm (0, 400) tizerinde

diizgiin siireklilik durumlarini inceleyiniz.

(@) flz)=va; (b) flz)=cosy; (c) [flz)= 5
Coziim: (a) 0 >0, z1,29 € (0,400) ve | 1 — 9 |< 0 olsun.x; > x9
yani 0 < h < ¢ olmak tizere 1 = 29 + h oldugunu kabul edelim. O
halde, Vay > 0 icin /xp + 0 + /T2 > ¢ olduguna gore,

VI VT = Vot h— B <+ — VT
)

5
\/m+\/972<%:\/5

oldugu elde edilir. Ote yandan, z; = 25 + ¢ icin

lim (v + 0 — /T3) = V6

zo—0t1

olduguna gore, w(8) > /& son iki esitsizlikten wy(d) = v/ oldugu
anlasilir.

lim ws(8) = lim V6 =0

5—0+ 50+
olduguna gore Tanim 3.2.18 den dolay1 /2 fonksiyonu (0, +00) {izerinde
diizgiin siireklidir.
(b) & > 0, z1,29 € (0,400) ve | x1 — x |< 0 olsun. Her 1,2, €
(0, 400) icin

1

1
| cos — —cos — |< 2
T )
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ve demek ki, w(6) < 2 dir. a/, = 5=, 2", = ( L n € N icin

2nm?

lim 2/, = lim 2”,, = 0 olduguna gore, 0 < 2/,,, <
n—oo n—0o0

olacak sekilde ny € N sayis1 vardir. O halde,
1

| @'y — @" 1y |< Ove | cos — cos |=2

no no

dir. Demek ki, Vé > 0 icin ws(d) = 2 dir. Buradan,

1 =2
T ws(6) =2 £ 0

oldugu ve dolayisiyla, cos® fonksiyonunun (0,+o0) iizerinde diizgin
siirekli oladigr anlasilir.
(¢) >0,z >0, 29 =21+ d olsun. Bu durumda,
11 1
VIT o T2 T Vo490

ve
li =+ li ! L
m — =100, Il —f]/——m— = -
11—0T /T T1—>0+ VI + 0 0
olduguna gore,
1 1
lim ( = +oo

z1—07t \/_ \/.7)1+(5)

oldugu elde edilir. Oyleyse,

cxp € (0,400)} = +0

1 1
su —
A
dur. Ustelik

wr(8) = sup 21 € (0,4+00)}

1 1
\/37_1 VL1 + 5
olduguna gére buradan Vo > 0 icin wy(d) = 4+o0o0 bulunur. Buna gore,

\/LE fonksiyonu (0, +00) tizerinde diizgiin stirekli degildir. ¢

(27) xo € R olmak iizere f : [z, +00) — R fonksiyonu [z, +00) lizerinde

stirekli ve sonlu lim f(z) = A limiti meveut olsun. f nin [z, +00)

T——+00

iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.
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Coziim: Herhangi bir € > 0 sayis1 verilsin.

lim f(l‘) =A== 351 = 51(8) >| Xy |

T—+00

Oyleki Va € [xg 4 61, 4+00) icin | f(x) — A |< £ tiir.

f fonksiyonu [z, + d1] tizerinde siirekli oldugundan Cantor teoremi
geregince bu aralik iizerinde diizgiin siireklidir. Buna gore,

3y = da(e) > 0 dyleki, Vay, o € [x0, 29 + 1] icin

|$1—$2|<52$|f(x1)—f(552)|<§

olur. xy,zs € |19, +00) ve | 1 — x5 |< § olsun.xy, zo € [xg, 2o + 0] ise

[ Flan) = flaa) < 5 <

x1, 22 € [T9 + J,+00) ise

|f(x1)—f(x2)|§ |f(371)—A)|+|A—f(a;2)|<Z+Z+g<€

ve nihayet 1 € [zg, xo + 01] Ve xg € g + O, +00) ise

| F)=f(w2) 1] F) = Fotai) |+ | flr+bn) =) 1< S+5 =2

olur. 6 = d(g) = min{d;(¢), d2(¢) } secimi yapildiginda V1, 22 € [xg, +00)
icin

| 21— 22 [< 02 =| f(21) — f(22) [< e
ve demekki | f fonksiyonu [zq, 400) lizerinde diizgiin siireklidir. ¢
Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili kiimeler tizerinde diizgiin
stirekli olup olmadigini inceleyiniz.

sin x

(@)f(r) = 25, X = (0,m); () f(z) zexcosi, X = (0,1);

(o) f(x) = xsini, X = (0, +0o0); (d)f(z) = zsinz, X =10, +00);

(@f(@) =2 =20~ 1, X =[-2.3]; (/)f(x) = ¥z, X = (0,+00);
(9)f(z) =Va2lnz, X = (0,1).
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s g (0,7) ise,
Cozim: (a) F(x)=< 1, x=0ise,

0, T =T ise
biciminde tanmimlanan F' : [0, 7] — R fonksiyonu [0, 7] fizerinde siirekli
oldugundan dolay1 Cantor teoremi geregince [0, 7] tlizerinde hem de
diizgiin siireklidir. Buna gore, (F' |ox))(z) = f(z) fonksiyonu (0, )
iizerinde diizgiin stireklidir.
(b) & = 2 ve herhangi 6 > 0 sayis1 verilmis olsun. (0,7) icinde ter-

: s 1 "o
imleri 2/,, = z’, =

onm? 771 € N seklinde tammlanan (') ve (x)

1
(2n+1
dizileri icin

0

1
lim | 2/ — 2"y |= lim ———— —
R0 @ | s 2n(2n+ 1)
olduguna gore Ing = ng(6) € N dyleki Vn > ng icin | 2/, — 2", |< &
fakat
1
| F() = F(a") |= e3i7 4 et S 2= ¢

olur. Demek ki, fonksiyon (0, 1) iizerinde diizgiin siirekli degildir.
rsint, z € (0,+00) ise;

(c) F(z)= v
0, x =0 ise.

biciminde tanmmlanan F' : [0,4+00) — R fonksiyonu [0, 400) tizerinde

surekli ve )
. . S11 P
lim F(z)= lim —/*% =1
r——+00 r——+oo =
X

dir. Problem (27) den dolay1 F' fonksiyonu [0, +00) iizerinde diizgiin
stireklidir. Buna gore, (F | 4))(x) = f(x) fonksiyonu (0, +00) iizerinde
diizgiin siireklidir.
(d) [0,400) icinde terimleri a’, = nm, 2", = nmw + +,n € N seklinde
tanimlanan 2/, ve z”,, dizileri icin

1

lim |2/, — 2", |= lim = =0
n—oo n—oo N,

dir.

| f(2',) — f(2",) |= (nm + %) | sin(nm + %) |= (nm+ %) sin =
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olduguna gore,

tim | F(a's) — f(a") |= Tim (x4 ) "5

n—oo n—oo

=T

3=

bulunur. Dmek ki, ¢ = 7 > 0 sayis1 icin § = € secimi yapildiginda
Iy, "y € 10, +00) Syleki | 2y, — 2"y, |< 0 fakat
/ " T
|f($n0)_f($ 'rlo) |>§:€

dur. Dolayisiyla, fonksiyon [0, +00) tizerinde diizgiin siirekli degildir.
(e) f fonksiyonu [—2,5] iizerinde siirekli oldugundan dolayr Cantor
teoremi geregince [—2, 5] lizerinde diizgiin siireklidir.

(f) Herhangi ¢ > 0 sayis1 verilsin.

0<z <", 0< gy <& (3.11)
olacak sekilde her zy, zo € (0, 400) noktalar: icin

0< e <e,0< Yrg<e

oldugu aciktir. Burada § = 2&™ secimi yapildiginda | 1 — x5 |< 0 =
| ¢/x1 — /3 |< € bulunur. zy, 25 € (0,+00) noktalarinin en az biri
icin (3.11) bagmtisi saglanmadiginda

Y=t 4 w2y + B 4 Yyl > !

olur. Bu durumda, | z; — 29 |< " = § iken

— — | 21 — 29 |
Yo, — Y —
| 1 2| <L/$1n—1_|_ C/$1n—2x2++,,,+ nxQn—l
< —|x1_$2|<6
5n—1

oldugu elde edilir. Dolayisiyla, fonksiyon [0, +o00) iizerinde diizgiin

sureklidir.

VaZlnz, x € (0,1) ise,
(8) Flz) = DN
0, r=0,r=1Iise
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biciminde tamimlanan F': [0,1] — R fonksiyonu [0, 1] tizerinde siirekli
oldugundan dolay1 Cantor teoremi geregince [0, 1] {izerinde hem de
diizgiin siireklidir. Bu nedenle (F' | 1))(x) = f(x) fonksiyonu (0,1)

iizerinde diizgiin stireklidir. ©

Eger, f : X — R fonksiyonu sabit bir xy € R noktasinin her komsulugunda
sinirsiz ise bu fonksiyon X tizerinde diizgiin siirekli degildir. Gosteriniz.
Cozim: f fonksiyonu zp € R noktasinin her komsulugunda sinirsiz
olduguna gore, Vo > 0 icin | 1 — z9 |< 0 fakat | f(z1) — f(z2) [> 1
olacak sekilde 1,29 € U s (x9) N X noktalar1 mevcuttur. Bu da f nin

X tizerinde diizgiin siirekli olmadigini gosterir.

[ :R\{0} = R, f(z) = % fonksiyonu zp = 0 noktasinin her komsulugunda

smirsiz oldugundan dolayi bu fonksiyon R\{0} tizerinde diizgiin siirekli
degildir.

f:(0,7) = R, f(x) = cotx fonksiyonu xy = 0 ve p = m nokta-
larimin her komsulugunda siirsiz oldugundan dolayi bu fonksiyon (0, 7)

iizerinde diizgin stirekli degildir.

f:(0,400) — R, f(z) = log,xz(a > 0,a # 1) fonksiyonu zy = 0
noktasinin her komsulugunda sinirsiz oldugundan dolay1 bu fonksiyon

(0, +00) tlizerinde diizgiin siirekli degildir. ¢

Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili kiimeler tizerinde siireklilik
modiiliini bulunuz.

(a) flx)=2% X=1[0,1; (b) f(z)=sing, X =(0,1);

(¢) fl@)=5 X=(01).
Coziim: (a) 0<0d<1,zy,25 €[0,1] ve | 21 —ax2 |< § olsun z1 > w1,
yani 0 < h < ¢ olmak iizere 1 = x5 + h oldugunu kabul edelim. O
halde, Vx5 € [0, 1] icin

1'12 —1'22 = (.’L‘Q +h)2 —1’22 = 2h$2+h2 S 25+52
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ve dolayisiyla,

wi(8) = sup{| z1® —x? |;, @y, 20 € [0, 1A | 21 — 32 |< 5}
< 25462 (3.12)

oldugu elde edilir. Ote yandan ,z; = 25 4 ¢ icin

lim [zg 4 6% — 297 = (1 + 6)? — 1 = 25 + §°

xro—1~

olduguna gore
wp(8) > 28+ 6° (3.13)

bulunur. (3.12) ve (3.13) ten dolay1 wy(d) = 26 + 62 oldugu anlasilir.
(b) 0<d<1,m,29 € (0,1) ve | xy — a9 |< 0 olsun VY, 29 € (0,1)
icin

1

. .1 ) 1
| sin — — sin — |<| sin— | + | sin — |< 2
il ) il i)

olduguna gore wy(d) < 2 oldugu elde edilir. (0, 1) icinde terimleri 2/, =

m, ', = ﬁ, n € N seklinde tanimlanan (z',,) ve (2”,,) dizileri
icin lim | 2/, — 2", |= 0 olduguna gore 0 < 2/, < I ve 0 < 2", < ¢
n—oo

olacak sekilde bir ng € N sayis1 vardir. O halde, | 2/, — 2”5, |< 0 fakat
—— —sin —— |= 2 dir. Buna gére, ws(6) = 2 oldugu anlagilr.
710 nO

(c) 0<d<1,0<m <0,m9 =0 olacak sekilde xq,x9 € (0,1) icin
| 21 — 22 |< § ve dolaysiyla,

| sin

1 1
wp(0) = sup{] 56_1 — :1:_2 |, x1, 29 € (0, DA | 21 — 29 |< 5}

1 1
> Sup{' 37—1 - 5 |I,371 € (076]} = +0o0

bulunur. Demek ki, w;(d) = +o0 dur. ©
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Ek Problemler

3.4 Ek Problemler

€ —¢§” yontemiyle asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili kiimeler

iizerinde stirekli olduklarini gosteriniz.

() flx)=2% X =R; (b) flz) =2+ 2cosz, X =R;
(© ()= xuj “R (d) f(z) = Esin2e, X € [0,+00);
() f(x)=sin(@r—5), X =R; (f) f()=2" X =R;

(9) f(z)=arcsinz, X € (~1,1); (¢) f(x)=arctanz, X =R .

Asagidaki esitliklerle tanimlanan f : R — R fonksiyonlarinin siireklilik

durumlarini inceleyiniz. Stireksiz olduklar: durumlarda stireksizlik cesidini

{

belirtiniz.

V2—x, x<2ise,

r—1, x> 2ise;
|z —1| B 2sgn(1 — x) .
() f(x) = 22 — 23’ (d)f(x) = (sgn(z +1))2(z + 1 + (x — 1)sgnz)’
1

———s r# 5+ km k€ Zise,

r =75+ km k€ Zise;
tan X, x # 0 ise, Inarccotd, x # 0 ise,
(9)f(z) = e (W)= v
0, r =0 ise; 0, x =0 ise;
, oz _ ) arctan ﬁ, x # +1 ise,
(@)= = Mﬂ@—{%, e
1
k = .
(W)f(r) = ——
Cevap:(a) S(f)=R\{-2,0,2},—2,0,2 noktalar birinci cesit siireksizlik

noktalaridir;
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(b)  S(f) =R\{—1}, —1 noktas: birinci cesit stireksizlik noktasidir;
(¢) S(f)=R\{0,1}, z = Inoktas1 birinci cesit siireksizlik noktasidir,
x = Onoktasi ikinci cesit stireksizlik noktasidir;

d) S(f)=R\{—1,1}, —1 ve 0 noktalar ikinci cesit, 1 noktasi birinci
cesit stireksizlik noktalaridir;

(e) S(f) = R\Z,x = n € Z noktalan ikinci cesit, siireksizlik nok-

tasidir;
(f) x=7% +km, k€ Z kaldinlabilir siireksizlik noktasidir;
(g) S(f) = R\{m 'n € L}, x = m,n € 7 noktalar ikinci

cesit stireksizlik noktalaridir;

(h) S(f) =R\{0}, = = 0 noktas: ikinci cesit siireksizlik noktalaridir;
(i) S(f) = R\{kr : k € Z\{0}}, = = km, k € Z\{0} noktalar: ikinci
cesit stireksizlik noktasidir;

() S(f) =R\{—1,1}, 2 = £1 noktalar1 ikinci cesit siireksizlik nokta-
laridir;

(k) S(f) =R\{§ +kn, k€ Z}, v =7+ kn,k € Z noktalan ikinci

cesit stireksizlik noktalaridir.

(33) Asagidaki esitliklerle tanimlanan fonksiyonlar R nin hangi noktalarda

siireksizdir? Siireksizlik cesidini belirtiniz.

x4 27 sin 3z
= —-— b = N
(@ flo) = ) )=
(c) f(x)=sgn(cosz); (d) f(z) =2+
(1+a:)\/§—1 : sinx :
———, x> 01ise == x <0 ise
e T) = z ’ x) = z '
(&) f@) {Hw? A s {HZ’ P
27, T <1 ise,
(9) flz)=4 1, z = 1ise,
r—1, x>1ise.
Cevap:(a) x = —3 noktas1 birinci cesit siireksizlik noktasidir;

(b) = §+nm,n € Znoktalan ikinci cesit siireksizlik ve v = nm,n €

7, noktalar1 kaldirilabilir siireksizlik noktalaridir;
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c) x =%+ nm n € Z noktalar birinci cesit siireksizlik noktalaridir;
d) x = 0 noktasi birinci cesit siireksizlik noktasidir;
)« = 0 noktasi birinci cesit siireksizlik noktasidir;
) 2 = 0 noktasi birinci cesit siireksizlik noktasidir;

g) = 1 noktas1 birinci cesit siireksizlik noktasidir.

1

(34) flz)=14 "

0, x € [0,1] irrasyonel ise,
seklinde taniml f : [0, 1] — R fonksiyonunun herbir a € [0, 1] irrasyonel

r="¢c[0,1],m,n € Z m ve n aralarinda asal ise,

noktalarda siirekli oldugunu ve herbir a € [0, 1] rasyonel noktalarda da

stireksiz oldugunu gosteriniz.

(35) Asagidaki fonksiyonlarin siirekli olmasi icin a ne olmahdir.

2z, x#0
()21 0 isc @ cot 2z, 7
() (x) = { O OE o |< 5 e,
a, x =0 ise; .
a, x =0 ise;
1—a3, x<2ise, rln(2?), x#0 ise,
(©)f(2) = { X ) = { S,
azr, T > 2 ise; a, z = 0 ise;
(1+2)z, 0 ise,
e)f(x) =
()] (@) { 2a, r = 0 ise.

Cevap: (a) a=V2;(b) a=3; ()a=—F (d)a=0;(e) a=

(36) Asagida verilen f ve g fonksiyonlar: icin g o f ve f o g bileske fonksiy-
onlariin siireklilik durumlarini inceleyiniz.
(a) f(z) =sgnz, g(z) =1+x— [z];
(b) f(z) =sgn(x—1), g(z) = sgn(z + 1);
(c) f(z) = sgnz, g(x) = x(4 — 2?).
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(37) f:]a,b] — R fonksiyonu [a, b] lizerinde siirekli ise f_, fy : [a,b] — R,

)0, f(x) >0 ise, ) f(x), f(z)>0ise,
J-(@) = { f(z), f(z)<0ise J+(@) = { 0, f(z) <0ise
biciminde tammlanan f_(z) ve fi(x) fonksiyonlarinin da [a, b] tizerinde

siirekli oldugunu gosteriniz.

(38) y = f(x) stirekli bir fonksiyon ise y =| f(z) | ve y = f(] = |) fonksiyon-

lar1 da stireklidir. Gosteriniz.

(39) Asagidaki denklemlerin karsilarinda yazih araliklarda birer koke sahip

olduklarii gosteriniz.
(a
(b
(c

=3z +1=0, X =[-1,0];
0 —622+3x—7=0, X =10,2];

3sin®z — 5sinz +1=0, X = [0, 2];

)
)
)
(d) 8 —32"-16=0, X =10,2].

sagidaki denklemlerin tek bir koke sahip olduklarini gosteriniz.
40) Asagidaki denkleml k bir koke sahip oldukl )
(@) z2*=1 (b) ze"*"=2 (¢) x=cesinz+a, (0<e<1)

(41) 0 < a < 1, b > 0 olmak iizere x = asinz + b denkleminin [0, a + 0]
araliginda en az bir koke sahip oldugunu gosteriniz.

42) 107! = z denkleminin R {izerinde iki koke sahip oldugunu gosteriniz.

43) 2% = 4x denkleminin en az iki reel koke sahip oldugunu gosteriniz.

44) zsinz—0,5 = 0 denkleminin sonsuz sayida koke sahip oldugunu gosteriniz.

(
(
(
(

—22+1, —1<z<0ise,
flx)y=1< 0, x =0 ise,
22 —1, 0<z<lise

fonksiyonu [—1, 1] arahginda en kiiciik ve en biiylik degerlerini alir m?
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(46)

fz) =

x? — 4, 0<z<2ise,
(x—4)2+6, 2<x<4isec

fonksiyonu icin f(a) = 1 ve f(b) = 7 olacak sekilde a ve b sayilar1 var
midir?

(47) f: R — R, f(z) = 22 + sinz fonksiyonunun R de tanimh siirekli ve

artan f~': R — R tersinin varligini gosteriniz.

(48) 7e —0” yontemiyle asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazili araliklar

iizerinde diizgiin siirekli olduklarini gosteriniz.
1
(a) f(z)=—-,X=1[0.1,1] (b) f(z)=2cosx—sinz,X =R
x

(49) Asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda yazihi kiimeler tizerinde diizgiin

stirekli olup olmadigini inceleyiniz.

(a) f(z) =siny/z, X =[1,+00);

(b) f(x) =cosax? X = (-2,3);

(¢) f(x) =xcosz, X =R;

(d) fla) = B2 X = (=, 0) (0, 7);
(e) f(x) = coszcos(3), X =(0,1);
(f) f(z) = tanz, X = (1, 3);

(g) f(z) =sin(3), X = [0.01,+00).

(50) Tanim 3.2.18 den faydalanarak asagidaki fonksiyonlarin karsilarinda

yazili araliklar iizerinde diizgiin siirekli olup olmadigini inceleyiniz.

@ J@)=2-1X=R () f()=sin(), X = (0,400)
(¢) flx)=Inz, X =[1,400) (d) f(z)=3cosz—2sinz, X =R.

Cevap: (a) diizgin siireklidir ; (b) diizgiin siirekli degildir ;
(c) dizgin siireklidir; (d) diizgiin siireklidir.
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(51) Asagidaki fonksiyonlarm karsilarinda yazili kiimeler iizerinde siireklilik

modillini bulunuz.

(a) fla)=Vz, X=[0,1]; (b) f(x)=sinz, X =10,5];
(¢) f(z)=sinz, X =R; (d) f(z)=sini, X =[-1,1\{0}.

Vo, 0<68<1ise,
1, 1<6 ise;
sind, 0<0 <7 ise,
1, ggé ise;

2sind. 0<6<Tise
c d) = 2T ’
() ws(0) {2, T <d ise;
(d) we(d) =2, €[0,+00) .



